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ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЖЕСТКИХ СИСТЕМ  
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ОЦЕНКИ 

НАДЕЖНОСТИ ОБСЛУЖИВАЕМЫХ СИСТЕМ

О. Н. Одарущенко к. т. н., Е. Б. Одарущенко, Ю. Л. Поночовный 
Полтавский военный институт связи

Рассмотрены вопросы решения жестких систем линейных дифференциальных уравнений в задачах 
оценки надежности обслуживаемых систем с применением математического аппарата марковских 
случайных процессов для случая, когда потоки отказов и восстановлений ап п ^ тн ы х  и программ­
ных компонент подчинены экспоненциальному распределению. Представлена модель оценки на­
дежности мажоритарно-резервированной системы с іфименением численных методов интегрирова­
ния Гира и экспоненциального. Даны рекомендации по применению указанных методов в задачах 
оценки надежности обслуживаемых систем для различных размерностей жестких систем диффе­
ренциальных уравнений

Розглянуті питання розв’язку жорстких систем лінійних диференціальиих рівнянь у задачах оцінки 
надійності систем, що обслуговуються, із застосуванням математичного апарата марковських випа­
дкових процесів для випадку, коли потоки відмов і відновлень апаратних і програмних компонент 
розподілені за експоненціальним законом. Представлено модель оцінки надійносп.мажориі^но- 
резервованої системи з застосуванням чисельних методів інт^уванн я Гіра та експоненціального. 
Дано рекомендації по застосування зазначених методів у задачах оцінки надійності систем, пю об­
слуговуються, для різних розмірностей жорстких систем диференціальних рівнянь

Questions of the solving of rigid systems of the linear differential equations in tasks o f a rating of reliability 
of the served systems with application o f the mathematical device of Maikov's casual processes for a case 
when streams of refusals and restorations hardware and program сопфопепЬ are subordinated to exhibitors 
distribution are considered. The model of a rating of reliability o f majority - reserved systems with applica­
tion to numerical methods of Gir integration and exhibitors is submitted. Recommendatioiis for ̂ U c a tio n  
of the specified methods in tasks of a rating of reliability o f served systeitrs for various dimensions o f rigid 
systems of the differential equations are given.

Среди сложных технических систем, отказ 

которых может привести к катастрофическим по­

следствиям можно выделить системы военного 

назначения, АЭС, транспортные коммуникации, 

правительственные и банковские информационные 

системы; а также их подсистемы, как, например, 

телекоммуникационные системы (ТКС). Подчерки­

вая важность решаемых ими задач и возможность 

катастрофических последствий их отказов, такие 

системы называют критическими (КС).

Следует отметить, что надежность КС в 

значительной мере зависит от надежности их 

системы управления (СУ), которая построена на 

основе специализированных вычислительных 

комплексов (ВК). Выполнение растущих требо­

ваний к надежности ВК возможно только на ос­

нове тщательного анализа их функций, архитек­

туры, используемой элементной базы, условий 

применения по назначению и связанных с ними 

источников отказов.

Для проведения такого анализа необходи­

мо применить определенный математический ап­

парат, который должен претерпевать изменения с 

каждым новым этапом развития обслуживаемых 

систем и в частности ВК. Цель данной статьи -  в 

рамках анализа и моделирования ВК как сложной 

многокомпонентной системы получить численное 

значение показателя надежности ВК с помощью 

специальных численных методов интегрирования 

и указать область применения этих методов.

® О .Н . О/ю руимнко, К.Г.Н., Е.Б. Одарущ енко, Ю .Л. Поночовный
Авіаційно-космічна техніка і технологія, 2002, вип. 35
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Швестно [4], что нарушение рг^отоспособно- 

сти ВК может быть вызвано двумя основными при­

чинами: Iq>a'пcoц)eмeнными сбоями или устойчивы­

ми отказами элементов аппаратных компонент (АК), 

а также дефектами 1фоектирования и щюизводства 

программных компонент (ПК).

Для повышения надежности системы при­

меняют различные способы, среди которых 

особого внимания заслуживают варианты «горя­

чего» структурного в  программного резервирова­

ния, которые реализуются, например, в мажори­

тарно-резервированных структурах (МРС). Одна­

ко, высокая стоимость, а также сложность на­

стройки и эксплуатации ВК требуют предвари­

тельного обоснования выбранной структуры сис­

темы.

Для случая, когда потоки отказов и восста­

новлений ашБфатных и программных средств ВК 

подчинены экспоненциальному распределению [2,3] 

с параметрами:

Х.ДФ интенсивность потока отказов аппаратной 

кЬмпоненты;

Х.ДП -  ишенсивность потока отказов программной 
компоненты;

Рдф -  интенсивность потока восстановлений аппа­

ратной компоненты;

Рдп -  интенсивность потока восстановлений щю- 
граммной компоненты,

возможно априорное определение показателей 

надежности с помощью математического аппарата 

мгфковских случайных процессов. Для этого необ­

ходимо построить размеченный граф состояний сис­

темы. По построенному графу, согласно правилу 

Колмогорова [2], составляется система линейных 

дифференциальных уравнений (СДУ), решение ко­

торой позволяет получить данные для расчета пока­

зателей надежности ВК.

Для примера рассмотрим МРС, в которой 

используется «горячее» резервщювание трех аппа­

ратных каналов и одинаковая гфограммная версия 

во всех кашшах (рис. 1).

Н  . 1~ | р

уГ У - Й  > 2

V , т - П

Рис. 1.

Граф состояний, описывающий функцио­

нирование такой системы представлен на рис.2.

8 | -  состояние, в котором система исправна;

$2 -  состояние отказа одного из каналов по АК (сис­

тема работоспособна);

$3 -  состояние отказа втщюго канала по АК (систе­

ма нертботоспособна);

84 -  состояние отказа по ПК (до этого система рабо­

тала в двухканальном режиме) -  система нера­

ботоспособна;

85 -  состояние отказа по ПК (система неработоспо­

собна).

СДУ, описывающая граф, имеет вид:

=

+ 2Я.Д, + ЛJщ)P2 + ЗЛлфР, + 2МлфР, + 

-^=-2/»д^Р,+2ХдфР„

" I
Л

0 )

+ (2)

где Ргоя/О ~ ф у н к ц и я  ГОТОВНОСТИ СИСТСМЫ.

Решение СДУ чрезвычайно усложняется гфи 

увеличении размерности задачи. Размерность СДУ, 

например, резко увеличивается при учете изменения 

надежности ПК после устранения очередного про­

явившегося програмвгаого дефекта [5]. При этом для 

решения системы целесообразно использовать чис-



Системний онолЬ та теорія онтимсмьних рішень 189

ленные методы. Отличие значений параметров сис­

темы (Я.ДФ, Я.ДП , Цдф , Цдп) на два и более порядка 

определяет большое число обусловленности

(3)

к - глубина разложения функции у(л:,) в ряд 

производных.

Для устойчивости решения необходимо со­

блюдение условий

где
І=1 (6)

ІДяахІ ■ абсолютное значение максимального пара­

метра СДУ;

ІДпіпІ ■ абсолютное значение минимального пара­

метра СДУ.

Откуда следует, что получаемая СДУ Э̂кспоненциальный метод использует сле-
обладает свойством жесткости [1]. В силу этого матричное решение СДУ

,=1 (7)

Выполнение этих условий обеспечивается ва­

риативным выбором шага интегрирования.

применение методов Рунге-Кутта, а также Адам­

са и Эйлера невозможно в силу накопления 

большой ошибки при вычислении результатов. 

Получение точного решения возможно с исполь­

зованием численных методов с изменяющимся 

шагом интегрирования. Такими методами явля­

ются методы Гира и экспоненциальный.

Метод Гира относится к методам дифферен- 

Шфования «назад», где последующее значение 

функции у(дс„) получают, используя предыдущее

значение этой функции Для решения сис­

темы

Т ' = А ¥ ,

у{Хд + Пк) = }  Уд =
4=1 л!

Уо (8)

где

А - матрица значений параметров СДУ;

Уд - начальные значения функции у (х„); 

п - количество выполненных вычислений 

функции у{х„),

при этом условие устойчивости решения име­

ет вид;

где

применяется выражение;

(4)

(5)

Ь -  величина, зависяпщя от щюизводительности 

ЭВМ(Т = 2-ьЗО).

где

- значение производной к-го порядка в

точке ’'п-1 >

А- шаг интегрирования, А = ;

о (а*̂ ‘ ) - погрешность вычислений;

Так, например, для параметров

Хдф = 10“̂  1/час,

Х,дп=1,5*10-Ч/час, (10)

Цдф = 4,2*10“  ̂ 1/час,

Цдп = 0,1 1/час,

полученных с помощью статистических исследо­

ваний функционирования ВК, функция готовно­

сти МРС принимает следующие значения (рис.З).
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Рис. 3.

Для реализации указанных методов была 

составлена программа на языке Object Pascal в среде 

Delphi. В ходе выполнения вычислений проводился 

анализ точности, времени и сложности для обоих 

методов. Погрешность вычислений определялась с 

помощью следующего выражения:

(И)

Для метода Гира получена погрешность 

вычислений ^ = 0,0012 , экспоненциальный метод 

позволяет получить более высокую точность вычис­

лений I  = 10“*

Оценка машинного времени при решении 

е д у  различными методами показала, что с увели­

чением размерности е д у ,  время вычислений мето­

дом Гира значительно возрастает, что связано с не­

обходимостью получения ряда производньос для 

вычисления каждого последующего значения функ­

ции. Экспоненциальный метод, напротив, предпола­

гает одноразовое разложение функций в экспонен­

циальный ряд с последующим вычислением всех 

результирующрос значений функции исходя из зна­

чений ряда.

еложность (количество операций при ре­

шении одной и той же системы различными мето­

дами) возрастает с увеличением размерности СДУ. 

Для экспоненциального метода характерно линей­

ное увеличение сложности с ростом размерности

СДУ, для метода Гира -  увеличение сложности по 

показательному закону, что объясняется многократ­

ным построением ряда проюводных при вычисле­

нии каждого значения функции решения СДУ.

Однако, регулировка глубины разложе­

ния к  в ряд производных (5) позволяет при ис­

пользовании метода Гира получить достоверный 

результат на начальном интервале исследования 

(0 ч  ЮОА), когда накоплением ошибок, связан­

ным с особенностями дифференцирования «на­

зад», можно пренебречь, в отличие от экспонен­

циального метода, в котором наблюдается рав­

номерность погрешности на всем интервале ис­

следования. Данная особенность хорошо про­

сматривается на графике (рис.З). Следовательно, 

на начальном этапе функционирования системы 

ее поведение лучше рассматривать исходя из ре­

зультатов, полученных при использовании мето­

да Гира. Высокая сложность метода Гира огра­

ничивает его использование для исследования 

коротких временных интервалов при размерно­

сти СДУ до 25 членов. Необходимость примене­

ния экспоненциального метода появляется при 

решении класса жестких СДУ большой размер­

ности (более 25 неизвестных).

Исследование поведения МРС с помощью 

экспоненциального метода при заданной погрешно­

сти можно организовать с помощью подбора вели­

чины шага интегрирования к и ограничения иссле­

дуемого временного интервала.

Например, для трехкаиальной МРС 

(рис.1) многофрагментная модель [5] в зависимо­

сти от значения параметра АХдп -  изменения ин­

тенсивности отказов ПК после исправления оче­

редного отказа ПК, будет состоять из 

фрагментов. Каждый из фрагментов

описывается следующей СДУ;
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где /я -  порядковый номер фрагмента.

При десятифрагментной модели размер­

ность е д у  равна 47. Решение СДУ на временном 

интервале ( = (9, 75000) при А =100 дало следующие 

результаты (рйс.4).

Рис. 4.

В силу того, что на этап приработки прихо­

дится основная часть отказов ПК, то исследование 

функции Ргот (0  НеобхОДИМО ПрОВОДЙТЬ С бОЛЬШОЙ 

точностью. Так для рассмотренной МРС (рис.1) и ее 

параметров (10) значения Ргот(0 при ( = (0, 100) и А 

=1 представлены на рис.5.

Рис. 5.

Анализ этого графика позволяет точно опре­

делить экстремум функции готовности.

Заключение

Анализ результатов, полученных при реше­

нии класса жестких СДУ численными методами, по­

зволяет сформулировать следующие выводы:

оба метода применимы для рещения данного 

класса СДУ;

-  применение метода Гтра позаояяет трогиозиро- 

вать надежность систем на этапе приработки (пе­

реходной период) с меньшей погрешностью; 

применение экспоненциального метода целесо­

образно при большой размфности системы;

-  для решения СДУ экспоненциальным методом с 

меньшей погрешностью необходимо сузить вре­

менной интервал исследования и }тиеньшить шаг 

интегрирования на этом интервале;

-  пщ>алпельнов использование двух методов при 

оценке надежности систем позволяет щюводить 

проверку правильности полученных результатов.
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