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Флегантов Л.О., кандидат фізико-математичних наук, доцент  

ВИПАДКОВІ ПРОЦЕСИ «ЗАГІБЕЛІ ТА НАРОДЖЕННЯ»  
У МОДЕЛЮВАННІ ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ І СИСТЕМ  

З ДИСКРЕТНИМИ СТАНАМИ В АГРОІНЖЕНЕРІЇ 

Стан систем різної природи (зокрема, технічних і технологічних) можна 
охарактеризувати певним набором дискретних випадкових величин (параме-
трів), раптова зміна яких у випадкові моменти часу t  викликає послідовність 
непередбачуваних переходів системи з одного стану в іншій. Описання ди-
намічних стохастичних систем є однією з найбільш складних задач матема-
тичного моделювання. 

У багатьох випадках технологічні процеси і системи в агроінженерії 
описуються динамічними стохастичними моделями з дискретними станами. 
Зокрема, стан такої системи як тракторна бригада можна охарактеризувати 
кількістю одиниць працездатної техніки k, наявної у бригаді у момент часу t . 
У випадкові моменти часу, коли параметр к змінюється (наприклад, техніка 
покидає територію бригади або виходить з ладу, або навпаки повертається до 
роботи після ремонту тощо) відбувається зміна стану системи – перехід з од-
ного стану до іншого. Послідовність таких переходів утворює випадковий 

процес, який можна охарактеризувати ймовірністю )(tPk  перебування сис-

теми в кожному з її можливих станів kE  у момент часу t . 
Майбутній стан стохастичної системи, до якої надходить найпростіша 

течія [3] подразників (звернень, вимог) зі сталою інтенсивністю λ, а трива-
лість реакції системи на ці подразники (обслуговування вимог) має експоне-
нційний розподіл [1] з параметром µ, не залежить від того в яких станах і як 
довго перебувала система в минулому (т.т. майбутній стан системи не зале-
жить від того, що відбувалось у минулому), а залежить лише від досягнутого 
системою на даний момент стану. Випадковий процес, що має такі властиво-
сті, є процесом без післядії, або марковським випадковим процесом [4]. Час-
тинним випадком таких процесів є однорідні процеси «загибелі та народжен-
ня», назва яких зумовлена їх зв’язком із задачами біології [5]: якщо kE  – 
означає, що чисельність біологічної популяції у даний момент часу дорівнює 
k одиниць, то перехід 1kk EE +a  трактується, як збільшення чисельності по-
пуляції на одиницю («народження»), а перехід 1kk EE −a , відповідно озна-
чає зменшення її чисельності («загибель»). Така термінологія тепер викорис-
товується для опису випадкових процесів у системах різної природи, зокре-
ма, у системах масового обслуговування (СМО). Наприклад, якщо kE  означає 
стан СМО, коли в ній є рівно k вимог, то при надходженні чергової вимоги 
система переходить у стан 1kE + , і тому вхідна течія системи – це процес «чи-
стого народження». Коли чергова вимога покидає систему, то відбувається 
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перехід у стан 1kE − , тоді вихідна течія системи – це процес «чистої загибелі». 
Сукупність цих процесів утворює випадковий процес «загибелі-
народження». 

Основою математичного описання випадкових процесів «загибелі та на-
родження» є функції )t(Pk , які визначають ймовірність того, що в момент 
часу t у даній системі знаходиться рівно k вимог. Для відшукання функцій 

)t(Pk  конструюється модель – система диференціальних рівнянь, складання 
якої ілюструє схема можливих станів (граф) системи. 

Якщо стохастична система може перебувати в (N+1) різних станах 
N,0k,Ek = , то граф системи можна представити як показано на малюнку 

(рис. 1): 

 
Рис. 1. Схема можливих станів стохастичної системи. 
 

На схемі (рис. 1) позначено: 1N,0k,k −=λ  – інтенсивності переходів 

з нижчих станів у вищі 1kk EE +a ; N,1k,k =µ  – інтенсивності переходів з 
вищих станів у нижчі 1kk EE −a . Зазначені інтенсивності kλ  і kµ  визнача-
ються емпірично. 

Вираз dt
)t(dPk

 інтерпретується, як швидкість зміни ймовірності перебу-
вання системи в стані kE , тоді kλ  і kµ  означатимуть «швидкості перетікання 
ймовірностей» )t(Pk  з одного стану до іншого. Припускаючи, що система, 
яка моделюється, перебуває у динамічній рівновазі, з урахуванням змісту 
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Для випадку, коли кількість можливих станів системи не обмежена 

( ∞= ,0k ), з одержаної системи рівнянь слід виключити передостаннє рівнян-
ня і покласти ∞=N . 

Записані вище диференціальні рівняння описують нестаціонарні випад-
кові процеси, в яких ймовірності )t(Pk , а разом з ними й технічні й техноло-
гічні показники системи, змінюються з часом. З практичної точки зору зро-
зуміло, що у більшості систем з часом відбувається їх стабілізація: система 
переходить у стаціонарний стан, коли constP)t(P kk == , а показники системи 
перестають залежати від часу. Існування таких стаціонарних режимів для 
СМО встановлюється в теорії ймовірностей відомими ергодичними теорема-
ми [3]. 

Очевидно, що у стаціонарному режимі функціонування технологічного 

процесу або системи 
0)(

=
dt

tdPk

. Отже, ймовірності kP  стаціонарних станів 
визначатимуться з системи лінійних алгебраїчних рівнянь [5]: 
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При відомих значеннях kP  показники ефективності технологічного про-

цесу або системи визначаються як математичні сподівання (очікувані зна-
чення) відповідних випадкових величин [1; 2; 5, c. 111]. 
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